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� � 摘 � 要: � 本文研究了单准则及多准则迭代图像重建理论及计算机实现.结果表明了多准则迭代图像重建在重建

图像质量方面优于流行的单准则迭代重建方法, 显示了多准则法的优点.
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Abstract : � There are two main kinds of image reconstruction algorithm:Transform methods and Series expansion methods. Series

expansion methods mainly include single criterion optimization using iterative methods that always optimize single property.Multi�crite�
rion image reconstruction makes a new improvement by using mathematic method of multi�objective optimization in Operation Re�

search. Multi�criterion image reconstruction overcomes the defect of old algorithms that only emphasize single property of image, and

gets satisfactory result by making it similar to original image in multi�properties.
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1 � 引言
� � 图像重建算法有两大类,一类是变换法, 另一类是级数展

开法.级数展开法主要是以单则优化迭代算法为主, 即对重建

图像的单个性能指标进行优化. 汪元美等首次在国际引进多

准则优化为基础的图像重建理论[ 2, 3] . 多准则图像重建运用

了运筹学中多目标优化的数学方法 ,使图像重建得到新的发

展.多准则图像重建克服了以往重建算法中偏重单个性能指

标的不足,使重建的图像在多个性能指标上与原始图像相一

致,产生较满意的结果. 这篇文章讨论的是新型多目标图像空

间迭代重建及其实现.汪元美等的以前论文是讨论多目标优

化图像重建迭代过程,而不是图像空间迭代形式.

本文分别讨论了几类单准则和多准则迭代重建算法. 然

后在计算机上进行了算法模拟, 给出了实验结果以及各种性

能指标的分析,并进行了各种算法的比较.

2 � 成像方程
� � 设 X= ( x 1, x 2, �, x n)

T 为被重建的图像向量. 设 A 为M

 N 维投影矩阵, 其( k , l )元素 akl表示第l 个像素对第 k 根射

线投影的贡献,意即第 k 根射线与第 l 个方形像素交线的长

度.则由投影重建图像问题为如下方程描述:

Y= AX (1)

式中 Y 为已知M 投影数据.成像问题是如何由已知投影数据

Y求出重建成的图像X . 由于 A仅 5%约元素非零, 因而是大

而稀疏的矩阵,因而式(1)求解为高度病态问题.

3 � 单准则迭代重建
� � Herman 等[ 1]发明的 ART方法是把式( 1)写成如下向量形

式:

!ai , X∀= yi , � 1 # i # M (2)

式中 a i= ( ai1, a i2, �a iM)
T ,!ai , X∀= ∃

N

j = 1

aijxj .

ART 法可由如下迭代过程来做:

X ( k)= X ( k- 1)+ �k
y i- !a i, X ( k- 1)∀

%a i% 2 ai (3)

式中 �k 为松驰参数, 且 �1 # �k # 2- �2, �1 , �2> 0 为很小正实

数. 当 �k= 1, 对于所有 k ,上述方法可证明为 Kaczmarz[ 1]经典

迭代法.

ART 法另一变种叫联合迭代重建方法( SIRT) , 亦即可以

描述成如下迭代过程:

X ( k)= X ( k- 1) + �k ∃
M

i= 1

yi- !ai , X ( k- 1)∀
% a i% 2 a i (4)

即每一步迭代中, 考虑全部方程. 此法基本上是 Cimmno[ 1]经

典迭代方法. 此法也可证明为最小二乘最小范数解[ 1] .

4 � 多准则迭代重建(MIRT)

� � 多准则图像重建是考虑图像场多方面的性能指标优化下
的成像理论. 这里选用的第一个准则函数是图像场峰值性函

数, 也叫能量函数.它可用图像向量的平方范数来刻画.可由

f 1 ( X) =
1
2
 1X

TX (5)

式中,  1为归一化系数. X 为N 维图像向量, 上标 T 为转置.

选用的第二个准则函数是投影与再投影之间的平方误

差, 亦即

f 2=
1
2
 2( Y- AX ) T ( Y- AX ) (6)
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式中,  2为归一化系数. AX 为再投影数据, A 为M  N 阶投

影矩阵.

我们考虑在图像场的峰值性及平方误差同时极小化下的

成像问题,亦即

min
X &  X

f ( X ) ! ( f 1 ( X) , f 2( X ) ) (7)

式中,可行区域 ∀X 定义为:

∀X ! { X & RN | AX= Y , X # 0} (8)

解上述向量优化问题式式 (7)可由加权标量化评价函数来描

述,亦即

minv ( f ( X ) ) = ∃
2

i= 1

w if i ( X ) (9)

式中加权系数 w i 对应于目标函数f i ( X)的相对重要性.且

W! { w i∋0, i = 1, 2, ∃
i

w i= 1} (10)

加权系数的选择可参阅文献[ 2, 3] .

当加权系数 w i一旦确定,我们的多准则重建问题等价于

如下优化问题:

minv ( f ) = ∃
2

i= 0

w if i ( X) (11)

s. t. � � Y- AX= 0

X # 0

这是一个典型的数学规划问题, 可由 Lagrange 乘子法来

求解,亦即

L( X, U, !)=
1
2
w 1 1X

TX+
1
2
w 2 2( Y- AX ) T ( Y- AX )

+ UT( Y- AX) + !TX (12)

式中, !为N 维乘子向量, U为M 维乘子向量.

L( � )对向量 X 的偏导数可得

∀L( � )
∀X

= w 1 1X+ w 2 2A
T( Y- AX )- UAT + ! (13)

亦即(w 1 1I + w 2 2A
TA ) X= w 2 2A

T Y+ UAT- !.

式中 I 为N  N 阶单位方阵. 因(w 1 1I+ w 2 2A
TA )非奇异,

其逆存在,且 X> 0, != 0. 于是

X= (w 1 1I + w 2 2A
TA ) - 1( w 2 2A

TY+ UAT ) (14)

可以转化成如下多准则迭代重建公式:

x ( k+ 1)
j = x ( k)j

w 2 2 ∃
M

i= 1

aijyi+ ∃
M

i= 1

uiaij

w 1 1x
( k)
j + w 2 2 ∃

M

i= 1

aij ∃
N

l= 1

ailx
( k)
l

j= 1, 2, �, N � (15)

遵照数学规划理论[ 4] ,可以对乘子参量 uk 作如下调节:

� 图 1 � 标准 Huff�

man 模型

u ( k+ 1)
i = u ( k)i + yi- ∃

N

j = 1

aijx
( k)
j � � �

� � i = 1, 2, �, M

5 � 模拟结果
� � 我们采用国际通用的 Huffman 脑截

面模型作为检验算法优劣的标准. 我们

采用128 128数字化图片(图 1)作为原

始图像,在 128 个角度(覆盖 180(角度范

围)下取投影数据, 每个角度取 128 根射线. 利用平行投影模

式获得完全投影数据集 .对标准的平行束数据由单准则 ART、

SIRT算法及双准则迭代算法算出的结果如图 2( a)、( b)、( c)

所示. 重建图像和图 1 的标准测试模型之间的三个误差测度

d, r , e 作为重建质量好坏的标准,如下表示出. 迭代次数及时

间也由表 1 给出. 我们的实验是在 PIII ( 450MHz)�PC 机上进

行.

图 2� 算法比较结果. ( a) ART; ( b)SIRT; ( c )MIRT

� � 从重建图像的误差比较可以得出 ,双准则迭代重建优于

常规单准则 ART及 SIRT 算法. 可以断言, 我们的方法对于图

像重建将产生重要的影响.

表 1� 重建误差及时间比较

重建算法 迭代次数 d r e 时间(秒)

ART 50 0�117002 0�17446 81�28172 30�731

SIRT 50 0�287005 0�248375 156�648087 31�125

MIRT 50 0�087959 0�065084 72�48425 58�754
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